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Problema 1. Algebra

0 k 3
Se considera la matriz A = | k % 1 donde k es un namero real.
2 -1 -1

a) ;Para qué valores del parametro k la matriz A es invertible?
b) Para k=0 si existe, calcular la matriz inversa de A.
c) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verifican AD=DA.

Solucion:

a) ;Para qué valores del parametro k la matriz A es invertible?

Una matriz A es invertible si y solo si su determinante es distinto de cero. Calculamos el determinante

de A:
0 k 3
A=k $ 1
2 -1 -1
1
=0—k(k(-1) = 1(2)) + 3(k(-1) - 5(2))
2
=—k(—k—2)+3(—k— g)
=k*+2k -3k —2
=k k-2
Tgualamos el determinante a cero para encontrar los valores de k que hacen que la matriz no sea
invertible.
—(=1) £ /(—1)2 —4(1)(-2 1++/1 1+
e h g g~ EVEDP AN 14 VIFS 143
2(1) 2 2
Los valores criticos son k =2y k= —1.

Por lo tanto, la matriz A es invertible para cualquier valor de k excepto 2 y -1.

’La matriz A es invertible para k € R\ {—1,2}. ‘

b) Para k=0 si existe, calcular la matriz inversa de A.

Para k = 0, el determinante es |A| = 02 —0 —2 = —2. Como es distinto de cero, la matriz es invertible.
La matriz para k = 0 es:

0 0 3
A=10 3 1
2 -1 -1
Calculamos la inversa usando la formula A= = ﬁAdj (A)L.
La matriz de adjuntos es:
$(-1)-1(-1) —(0-2) 0-2 2/3 2 -2/3
Adj(A) = —(0—-(-3)) 0-6 —-(0-0)|=1{-3 -6 0
0—1(3) —(0—-0) 0-0 -1 0 0
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La traspuesta de la adjunta es:

2/3 -3 -1
Adj(A)! = 2 -6 0
-2/3 0 0
La matriz inversa es:
2/3 -3 -1 ~1/3 3/2 1/2
A7l = — 2 -6 0= -1 3 0
-2/3 0 0 /3 0 0

—-1/3 3/2 1/2
A7l = -1 3 0
1/3 0 0

c) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verifican AD=DA.

a 0 0
Sea D una matriz diagonal genérica D = [ 0 b 0 ]. Calculamos los productos AD y DA.
0 0 ¢
0
b
0

0 0 a 0 0 0 3c
AD=(0 % 1) 0 0]=(0 b3 ¢
2 -1 -1 0 c 2a —-b —c
a 0 0 0o 0 3 0 0 3a
DA=[0 b 0 (0 1 |=(0 b3 b
0 0 c 2 -1 -1 2c —c —c
Tgualamos AD = DA:
0 0 3c 0 0 3a
0 /3 ¢ |=10 b/3 b
2a —b —c 2¢c —c —c

De esta igualdad matricial obtenemos un sistema de ecuaciones:
—3c=3a = c=a
—c=b
—2a=2c = a=c
— —b=—-c = b=c¢

Todas las condiciones implican que a = b = ¢. Por tanto, la matriz D debe tener todos los elementos

de su diagonal principal iguales.

Las matrices D son de la forma D = , con a € R.

o o Q
oL O
Q © O
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Problema 2. Algebra

1 0 2 la%
Sean las matrices A= (3 2 1| y B = |3 |. Se pide:
a 0 3 ~y

a) Estudiar los valores del pardmetro real a para los que la ecuacién matricial A?X = B

tiene una tunica solucién.
3

b) Sabiendo que el vector [ —2| es una solucién de la ecuacién A2X = B, encontrar el
—1
valor de a, B8 y <« dependiendo del parametro real a.

Solucion:

a) Estudiar los valores del parametro real a para los que la ecuaciéon matricial A2X = B
tiene una tnica solucién.

La ecuaciéon matricial A2X = B tiene solucién tnica si la matriz A? es invertible, es decir, si |A?| # 0.
Sabemos que |A2%| = (|A])2. Por lo tanto, la condicién es equivalente a |A| # 0. Calculamos el
determinante de A:

1 0 2
[Aj=13 2 1
a 0 3
Desarrollando por la segunda columnas:

Al =2+ (-1)***

Igualamos a cero para encontrar el valor critico:
283—-24)=0 = 3-2a=0 = a=3/2

La ecuacion tendra solucion dnica siempre que |A| # 0, es decir, para a # 3/2.

’La ecuacion tiene solucion tnica para a € R\ {3/2}. ‘

3
b) Sabiendo que el vector [ —2| es una solucién de la ecuacién A2X = B, encontrar el
—1
valor de a, 3 y ~ dependiendo del parametro real a.
3
Si X = [ —2 | es una solucién, se debe cumplir A2X = B. Primero calculamos A?:
-1
1 0 2 1 0 2 14+2a 0 2+6 14+2a 0 8
A*=13 2 1|3 2 1|=(3+6+a 4 6+2+3|=|9+a 4 11
a 0 3 a 0 3 a+3a 0 2a+9 4a 0 2a+9
Ahora calculamos el producto A%2X:
142a 0 8 3 3(1+2a) 4+ 0(—2) +8(—1) 3+ 6a—8 6a — 5
AX=(9+a 4 11 2] = 39+a)+4(-2)+11(-1) | =|27+3¢—8—-11] = 3a+38
da 0 2a+9/) \-1 3(4a) +0(—2) + (2a+9)(-1) 126 — 24— 9 10a — 9

3 co
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«
Este resultado debe ser igual a B = | 3
Y

« 6a — 5

Bl =1 3a+38

vy 10a — 9

No hay ninguna condiciéon adicional para el pardmetro a. Por lo tanto, los valores de «, 3,y dependen
de a.

Los valores son: a« = 6a — 5,3 = 3a + 8,7 = 10a — 9, para cualquier a € R.‘
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Problema 3. Geometria

z—1 x—3 y—3 _ z+1

2 Y 8P T =TT 2

Se dan las rectas r:x— 1=y — 2 = . Se pide:

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccion.
b) Determinar la ecuacién de la recta que pasa por P y es perpendicular ar y a s.

Solucion:

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccion.

Obtenemos un punto y un vector director para cada recta.
Recta r: P.(1,2,1), ¢, = (1,1,2).
Recta s: Py(3,3,-1), ¥s = (—2,—1,2).

Primero, estudiamos la posicion relativa.

Los vectores directores v, y ¥s no son proporcionales (%2 =+ %1), por lo que las rectas se cortan o se
cruzan.

Para distinguirlo, estudiamos el rango de la matriz formada por los vectores directores y el vector
PP,=(3-1,3-2,-1—1)=(2,1,-2).

2 1 -2

det(P Py, @, B) = | 1 1 2| =2(2—(=2))=1(2—(~4))=2(—1—(~2)) = 2(4)—1(6)—2(1) = 8—6-2 =0

-2 -1 2
Como el determinante es cero, los tres vectores son coplanarios, y por tanto, las rectas se cortan.

Para hallar el punto de interseccién P, escribimos las rectas en forma paramétrica e igualamos sus

z=1+2A r=3-2u
coordenadas. "=y =2+ A S=qy=3—p
z=1+2)\ z=—-142u

Tgualando:
1.1+4A=3-2u = A+2u=2
2.242A=3-p = A+pu=1
31422 =-142p = 22 -2up=-2 = A—p=-1

At+p=1
A—p=-1

Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones (2) y (3): { . Sumando ambas ecua-

ciones: 2A =0 — A =0.

Sustituyendo en la segunda ecuacion: 0 +p=1 —= p=1.

Comprobamos si estos valores satisfacen la primera ecuacion: 0+ 2(1) = 2. Si, se cumple.
El sistema es compatible determinado, por lo que las rectas se cortan.

Para hallar el punto P, sustituimos A = 0 en la rectar (o =1 en s):
P=(1+0,24+0,1+2(0)) =(1,2,1).

’Las rectas se cortan en el punto P(1,2, 1)‘

b) Determinar la ecuaciéon de la recta que pasa por P y es perpendicular ar y a s.

La nueva recta, llamémosla ¢, pasa por P(1,2,1). Su vector director ¥y debe ser perpendicular a @, y
U simultaneamente. Por tanto, podemos obtenerlo calculando el producto vectorial de ambos.

5 co
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i j kK ) B
G =0, xUs =1 1 2[=i2-(=2) =72~ (-4)+k(-1-(-2)) = (4,-6,1)

-2 -1 2
La recta t queda definida por el punto P(1,2,1) y el vector director ¢ = (4, —6,1).
Su ecuacién continua es:

z—1 y—2 z-1
4 -6 1
] r—1 y—2
La ecuacién de la recta es 1 = ey =z —1.

&
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Problema 4. Geometria

Sea el plano 7 : 6x + 4y — 3z — d = 0. Se pide:

a)
b)

c)

Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad.
Calcular, en funciéon del parametro d, las coordenadas de los puntos A, B y C que resultan
de intersectar el plano 7 con los ejes de coordenadas, X, Y y Z, respectivamente.

Para d # 0, calcular el angulo formado por los vectores AB y AC determinados por
los puntos del apartado anterior.

Solucion:

a)

b)

Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad.

La distancia desde el origen de coordenadas O(0,0,0) al plano 7 : 6z + 4y — 3z — d = 0 viene dada por
la formula:

600) +4(0) =3(0) —d| _ _ [-d[ _ |d

dist(O,7) = = o
ist(O, ) 62 + 42 + (—3)2 36+16+9 V61

Queremos que esta distancia sea igual a 1:

|d|
V61

Por lo tanto, hay dos posibles valores para d.

=1 = |d| =61

Calcular, en funciéon del parametro d, las coordenadas de los puntos A, B y C que resultan
de intersectar el plano 7 con los ejes de coordenadas, X, Y y Z, respectivamente.

Interseccion con el eje X (punto A): Hacemos y = 0,z = 0.
6x —d=0 = z =d/6. El punto es A(d/6,0,0).

Interseccion con el eje Y (punto B): Hacemos x = 0,z =0
4y —d =0 = y = d/4. El punto es B(0,d/4,0).

Interseccion con el eje Z (punto C): Hacemos = = 0,y = 0.
—32—d=0 = z=—d/3. El punto es C(0,0,—d/3).

’A(d/ﬁa Oa 0)7 B(O, d/4a 0)7 0(07 07 _d/3)' ‘

Para d # 0, calcular el angulo formado por los vectores AB y AC determinados por
los puntos del apartado anterior.

Primero, calculamos los vectores AB y AC para d # 0:

AB=B—-A=(0-d/6,d/4—0,0—0)=(—d/6,d/4,0)
AC=C—-A=(0-d/6,0—0,—d/3—0)=(—d/6,0,—d/3)
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El angulo 0 entre los dos vectores se calcula con el producto escalar:
AB - AC

os(0) = 22
|AB||AC|

Calculamos el producto escalar:

() () (e (-3

Calculamos los modulos:

- d\?> [d\’ 2 @2 4+9 _ |dVi3

AB|=/(-= < 2= on b =y @2

4B \/( 6) +<4> 0 36 16 36 16 =l g 12
. d\? d\? 2 2 1 4 5  |dV5
[AC \/< 6> +0 +< 3) 3679 "\ (36+36> 4\ 56 6

Calculamos el coseno del dngulo:

cos(0) = d?/36 _d?/36 d? 72 2 2\/@
N |d|1¢2§ , |d|6f d272F 36 4265 65 65
El angulo es 6 = arccos (26—@)
2465
6 = arccos < > ~ 75.65°.
8
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Problema 5. Analisis

Se considera la funcién h(xz) = ax + x2?, donde a es un parametro real. Se pide:

a)

b)
c)

El valor de a que hace que la grafica de la funcién y = h(z) tenga un minimo relativo en
la abscisa = = —%.

Para el valor a del apartado anterior, dibuja las curvas y = h(x) e y = h'/(x).

Calcula el area del plano comprendida entre ambas curvas.

Solucion:

a)

b)

El valor de a que hace que la grafica de la funcién y = h(z) tenga un minimo relativo en

la abscisa x = —32.
Para que haya un extremo relativo en z = —3/4, la primera derivada debe anularse en ese punto,
h(-3/4) = 0.

WMW(x)=a+2x. W' (-3/4)=a+2(-3/4)=a—-3/2=0 = a=3/2.

Para confirmar que es un minimo, usamos el criterio de la segunda derivada.
h'(x) = 2.

Como h'"(—3/4) =2 > 0, se confirma que en x = —3/4 hay un minimo relativo.

Para el valor a del apartado anterior, dibuja las curvas y = h(xz) e y = h'(x).

Para a = 3/2, las funciones son:
h(z) = 2z + 22 (una parébola).
B'(z) = 2 + 2z (una recta).
Parabola y = z2 + %w:
— Vértice: x, = —b/2a = —(3/2)/2 = —3/4. y, = (—3/4)% + 2(=3/4) = 9/16 — 9/8 = —9/16.
Vértice (—3/4,—9/16).
— Puntos de corte con eje X (y = 0): z(z+3/2) =0 = 2z = 0, = —3/2. Puntos (0,0) y
(—3/2,0).
Recta y = 2x + 3/2:
— Pasa por (0,3/2) y (—3/4,0).


https://mentoor.es

Matemaéticas II. Comunidad Valenciana 2024, Convocatoria extraordinaria

05

-t

c) Calcula el area del plano comprendida entre ambas curvas.

Primero, encontramos los puntos de interseccion de h(z) y h'(x).
4+ 3r=20+2% = 22— 1z—-2=0.
Multiplicamos por 2: 222 —x — 3 = 0.

1+/1-4(2)(-3) 1+£v25 145
4 4 4

Los puntos de corte son #1 =6/4 =3/2y z3 = —4/4 = —1.
El area es la integral definida de la diferencia de las funciones entre estos limites.
En el intervalo (—1,3/2), la recta esta por encima de la pardbola.

Area = /3/2(h’(x) — h(zx))dx = /3/2 <(23: + g) —(z* + 233)) da

-1 -1

s [ e o =[S T
() (SR )

(28 L 94 O (L L 3 _ (9 9 86\ (4+3-18
o 3 4 4 3 4 2/ \ 8 16 16 12
_ [(—1849+36 —11 _§+E_81+44_§
- 16 12 ) 16 12 48 48

125
El area es Ty unidades cuadradas.

10
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Problema 6. Analisis

Se construye una caja de cartdén sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm por 10
cm. Esto se hace recortando un cuadrado de longitud x en cada esquina, doblando la hoja y
levantando los cuatro laterales de la caja. Calcular:

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el mayor volumen posible.
b) Dicho volumen.

Solucion:

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el mayor volumen posible.

Sea x el lado del cuadrado recortado en cada esquina. Las dimensiones de la caja serén:
— Largo: [ =16 — 2z
— Ancho: a =10 — 2z
— Alto: h==z

El dominio de x esté restringido por el hecho de que las dimensiones deben ser positivas. La restricciéon
mas fuerte es 10 — 2z > 0 = 2z < 10 = xz < 5. Por tanto, z € (0,5).

El volumen de la caja es V(z) =1-a-h = (16 — 22)(10 — 2z)z. V(x) = (160 — 322 — 20z + 422)x =
42 — 5222 + 160z.

Para maximizar el volumen, derivamos e igualamos a cero: V'(z) = 1222 — 104z + 160 = 0.
Dividimos por 4 para simplificar: 3z2 — 26x + 40 = 0.

L 26 /262 — 4(3)(40) 26 ++/676 —480  26+£+/196 26 + 14
N 2(3) - 6 N 6 6

Obtenemos dos soluciones: x; = %0 =B x6.67Tyaz="2=2

El valor 21 = 20/3 esté fuera del dominio (0, 5), por lo que lo descartamos. El tnico candidato es z = 2.

Para confirmar que es un maximo, usamos la segunda derivada: V" (x) = 24x — 104. V"' (2) = 24(2) —
104 = 48 — 104 = —56 < 0. Confirma que es un maximo.

Las dimensiones para el volumen méximo son (con z = 2):
— Largo: 16 — 2(2) = 12 cm.
— Ancho: 10 — 2(2) = 6 cm.
— Alto: 2 cm.

11
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Largo = 12 cm, Ancho = 6 cm, Alto = 2 cm.

b) Dicho volumen.

Sustituimos x = 2 en la funcion de volumen: V(2) = (16 —4)(10 —4)(2) =126 -2 = 144.

El volumen maximo es de 144 cm?8. ‘

12
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Problema 7. Probabilidad

Una empresa tiene 3 maquinas de fabricaciéon de latas de refresco. El 10.25% de las latas que
fabrica la empresa son defectuosas. El 30% de las latas las fabrica en la primera maquina,
siendo el 10% defectuosas. El 25% de las latas las fabrica en la segunda maquina, siendo el 5%
defectuosas. El resto de las latas las fabrica en la tercera maquina.

a) ;Cual es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea defectuosa?

b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ;Cual es la probabilidad de que proceda
de la primera maquina?

c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ;Cudl es la probabilidad de que no haya sido
fabricada en la segunda maquina?

Solucion:

Definimos los sucesos:

My, My, Ms: La lata es fabricada por la méaquina 1, 2 o 3.

D: La lata es defectuosa. D: La lata no es defectuosa.

Datos del problema:

P(D) =0.1025.

P(M;) =0.30, P(D|M;) = 0.10.

P(Ms) = 0.25, P(D|Ms) = 0.05.

P(Ms3)=1-(0.30+0.25) = 0.45.

a) ;Cual es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea defectuosa?
Buscamos P(D|M3). Usamos el Teorema de la Probabilidad Total:
P(D) = P(D|My)P (M) + P(D|M3)P(M2) + P(D|Ms)P(Ms).
0.1025 = (0.10)(0.30) + (0.05)(0.25) + P(D|M3)(0.45).

0.1025 = 0.03 4 0.0125 + 0.45 - P(D|M3).

0.1025 = 0.0425 + 0.45 - P(D|Ms).

0.06 = 0.45 - P(D|Ms) = P(D|Mz) = 298 — 60 — 2 ~0.1333,

| P(D|M;) = 2/15 ~ 0.1333.

b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ;Cual es la probabilidad de que proceda
de la primera maquina?

Buscamos P(M;|D). Aplicamos el Teorema de Bayes:
P(My| D) = ZETO0),

Calculamos las probabilidades necesarias:
P(D)=1-P(D)=1-0.1025 = 0.8975.
P(D|M;)=1—- P(D|M;) =1-0.10 = 0.90.

=\ (0.90)(0.30) _ 0.27 .
P(Mi1|D) = “=55575— = 5075 ~ 0-3008.

| P(M,|D) = 0.3008.

13
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c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ;Cudl es la probabilidad de que no haya sido
fabricada en la segunda maquina?

Buscamos P(Ms|D) = 1 — P(M;|D).
Calculamos P(M3|D) con el Teorema de Bayes:

_ P(D|M)P(Ms)  (0.05)(0.25) _ 0.0125
POMLID) = P(D) 01025  0.1025

P(M,|D) =1 —0.1220 = 0.8780

~ 0.1220

| P(M3|D) ~ 0.8780.

14
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Problema 8. Probabilidad

Se ha determinado que en el 60% de los mensajes enviados por WhatsApp se anade un emoti-
cono. Una persona envia diez mensajes de WhatsApp. Se pide la probabilidad de que:

a) Ningan mensaje de los diez tenga emoticonos.
b) Exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos.
¢) Ocho o méas mensajes tengan emoticonos.

Solucion:

Sea X la variable aleatoria "nimero de mensajes con emoticono en 10 enviados". Sigue una distribucion
Binomial X ~ B(n = 10,p = 0.6).

Como la tabla proporcionada es para p < 0.5, definimos la variable complementaria Y: "ntimero de
mensajes SIN emoticono".

La probabilidad de no tener emoticono es g =1 —p = 0.4.
Y ~ B(n=10,p=04).
a) Ningun mensaje de los diez tenga emoticonos.
Esto es P(X = 0), que equivale a P(Y = 10).

P(Y =10) = (}0)(0.4)1°(0.6)° = 1 (0.4)'° ~ 0.0001048.
Como se piden 4 decimales, la probabilidad es 0.0001.

| P(X = 0) ~ 0.0001,

b) Exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos.

Dos quintas partes de 10 es (2/5) - 10 = 4. Buscamos P(X = 4).
Esto equivale a que 10 — 4 = 6 mensajes no tengan emoticono, es decir, P(Y = 6).

P(Y =6) = (1)(0.4)%(0.6)* = 12257(0.004096)(0.1296) = 210 - 0.00053084 ~ 0.1115.

| P(X =4) ~0.1115]

c) Ocho o mas mensajes tengan emoticonos.

Buscamos P(X > 8) = P(X =8)+ P(X =9) + P(X = 10).

Esto equivale a que haya 2, 1 o 0 mensajes SIN emoticono.

P(X >8)=P(Y <2).

Este valor se puede leer directamente de la tabla de la distribucién Binomial acumulada para n =
10,p=040y k = 2.

P(Y <2)=F(2)=0.1673.

| P(X >8) =0.1673.
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